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利用D􀆳Alembert函数方程定义余弦函数

汲绍达
(西安交通大学 数学与统计学院,陕西 西安 710049)

摘 要 参考文献[2]采用附加连续性条件的方式确定d􀆳Alembert函数方程的解函数,本文则用一些更加初等的

条件代替此条件,本质上从单调性的角度限制和确定了方程的解,其目的是给出实直线上余弦函数的初等定义.
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DefiningCosineFunctionwithD􀆳Alembert􀆳sFunctionalEquation
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Abstract Whilereference[2]determinesthesolutionfunctionsofd􀆳Alembert􀆳sfunctionalequationby
meansofadditionalcontinuityconditions,thispaperreplacestheconditionwithmoreelementaryones,

essentiallydeterminingthesolutionsfrommonotonicity,withtheaimofgivinganelementarydefinitionof
cosinefunctionontherealline.
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  我们考虑在实数域R上定义的满足d􀆳Alembert
函数方程的函数f

f(x+y)+f(x-y)=2f(x)f(y),
满足此方程的函数有无穷多个.这是因为如果能找

到满足Cauchy函数方程

φ(x+y)=φ(x)+φ(y)
的函数φ,则有

cos(φ(x+y))+cos(φ(x-y))

=cos(φ(x)+φ(y))+cos(φ(x)-φ(y))

=2cos(φ(x))cos(φ(y)),
即函数cos􀳱φ满足d􀆳Alembert函数方程.但Cauchy
方程的解可以十分“稀奇古怪”,详细的构造过程见

文末评注.
由于仅凭d􀆳Alembert方程本身无法确定余弦

函数,我们需要添加附加条件.参考文献[2]添加了

如下三个条件从而确定余弦函数:
(1)f不是常值函数;

(2)f在R上连续;
(3)f(x)≤1,∀x∈R.
我们不去添加连续性这一很强的条件,转而探

索如何添加尽量少、尽量弱的初等条件,力求给出余

弦函数的初等定义.
在d􀆳Alembert方程中,令y=0,得2f(x)=

2f(x)f(0).从而若f(0)=0,则f=0.这是平凡解,
所以我们要附加f(0)≠0的条件.又令x=y=0,得

2f(0)=2f2(0),故f(0)=1.
注意到双曲余弦函数cosh也满足d􀆳Alembert

方程,且它在R上没有零点.在 R上有无零点是它

与余弦函数cos的一大本质区别,因此我们要附加

f在R上存在零点的条件.
记S:={x∈R:f(x)=0}为f的零点构成的全

体.任取a∈S,在d􀆳Alembert方程中令x=a,得

f(a+y)+f(a-y)=0,即f 关于点(a,0)中心对

称.因此,若x,y∈S,则2y-x∈S.
在d􀆳Alembert方程中令x=0,由于f(0)=1,故

f(y)=f(-y),即f是R上的偶函数.因此,若x∈S,
则-x∈S,进而对于任意k∈Z,有(2k-1)x∈S.如果

S∩(0,+∞)没有正下界,则存在S∩(0,+∞)中的
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一列点 xn{ }使lim
n→∞

xn=0,进而对于任意k∈Z,n∈

N*,有(2k-1)xn∈S,说明S 在 R中稠密.由评注

知存在目前条件下的解函数f1 不是余弦函数,且其

零点构成的全体在R中稠密.因此我们要附加f的

正零点有正下界的条件.
我们断言,S∩(0,+∞)存在最小值.否则设

inf(S∩(0,+∞))=c>0,则存在S∩(0,+∞)中异于c
一列点 yn{ }使lim

n→∞
yn=c.而∀x,y∈S,有2y-x∈S.故

S在R中稠密,与S∩(0,+∞)有正下界的条件矛

盾.因此

inf(S∩(0,+∞))=min(S∩(0,+∞))=c.
事实上,以上三个条件还不足以确定余弦函数,

反例见评注中的函数f2.我们来探索最后应该添加

什么样的条件.
在d􀆳Alembert方程中,令u=x+y,v=x-y,得

f(u)+f(v)=2f u+v
2
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又令w=2c-v,结合f的中心对称性和偶性知

f(u)-f(w)=-2fc-u-w
2
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如果我们附加f在开区间(0,c)上不变号的条件,并
限制0≤w<u≤c,则有

f(u)-f(w)=-2fc-u-w
2
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即f在闭区间[0,c]上单调减.
单调性是一个函数很强的条件.我们将会利用

目前已给的如下4个附加条件论证d􀆳Alembert方

程在 给 定 正 常 数c 的 前 提 下 存 在 唯 一 解 函 数

f(x)=cos π2cx
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(1)f(0)≠0;
(2)f在R上存在零点;
(3)f的正零点有正下界;
(4)f在(0,c)上不变号.
对于任意的y∈R有

f(c+y)=-f(c-y)=-f(y-c)=-f(c+(y-2c))

=-(-f(c-(y-2c)))=f(y-3c).
从而f 以4c为周期.又因为f 关于直线x=2c对

称,且关于(c,0)中心对称,所以f [0,c],即f 在[0,

c]上的限制,确定了f在R上的取值.
在d􀆳Alembert方程中,令x=y,得2f2(x)=

f(2x)+1.又对于任意的x∈[0,c],f(x)≥f(c)=
0,故

f x
2
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令x=c,c2
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4
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又在d􀆳Alembert方程中令y=c
2k,得

f x+c
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用[x]表示不超过x 的最大整数.给定 m∈

[0,c],令λ=[2kmc
],则由不等式2kmc-1≤

[2kmc
]≤

2km
c

可得λc
2k≤m≤(λ+1)c2k.由于f 在[0,c]上递

减,故 f λc
2k
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性,f在m 处左右极限存在且相等,从而f(m)的值

可被c唯一确定.
下面证明上述猜测.在方程

f(u)-f(w)=-2fc-u-w
2
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中,令u=x∈[0,c],w=c,得f(x)=2f c+x
2
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故f(x)≥ 2fc+x
2
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依次用c-c-x2i
(i=1,2,…,k-1)代入x,合并得

f(x)≥(2)
k
f c-c-x2k
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再令x=0,得0≤fc-c
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回到f(u)-f(w)=-2fc-u-w2
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令u=λc2k,w=
(λ+1)c
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在给定了4个附加条件和正常数c后,闭区间

[0,c]中任一点m 处的函数值f(m)被唯一确定,从
而在此条件下d􀆳Alembert方程的解函数是存在唯

一的,即余弦函数f(x)=cos π2cx
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注记 考虑Cauchy函数方程

φ(x+y)=φ(x)+φ(y),
我们将实数域R视作有理域Q上的线性空间,取一

组基 Uα{ }(称为 Hamel基),则任意实数r可被唯一

表示为 Uα{ } 中 有 限 项 的 有 理 线 性 组 合,即r =

∑
α
q(r)

α U(r)
α ,其中q(r)

α ≠0只对有限多个α成立,而有

理系数 q(r)
α{ }的选取是唯一的.

1 零点稠密的反例f1

不妨设 Uα{ }中存在一列成员{Ui}→0,否则取一

列衰减足够快的非零有理收敛因子 qi{ }使{qiUi}→0.
注意到将 Ui{ }替换为{qiUi}能保持 Uα{ }的线性无

关性.定义R上的函数φ1 满足φ1(Ui)=π2
,∀i,其

它基的像任意选取.
任取 x,y∈R,存 在 Uα{ } 中 有 限 多 个 成 员

U(x,y)
i{ },使得

x=∑
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其中k(x)
i ,k(y)

i ∈Q.两式相加得

x+y=∑
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若规定

φ1(r):=∑
α
q(r)

α φ1(U(r)
α ),∀r∈R

其中r=∑
α
q(r)

α U(r)
α 为前文所述的标准分解式,读者

可自行验证这是良定义的,且在此定义下有φ1(x+
y)=φ1(x)+φ1(y),即φ1 满足Cauchy方程.令

f1:=cos􀳱φ1,则由文首知f1 满足d􀆳Alembert方程

f(x+y)+f(x-y)=2f(x)f(y),
而且f1(Ui)=cos(φ1(Ui))=0,∀i,因此f1 的零

点在R中稠密,符合反例的要求.

2 以c为最小正零点,且在(0,c) 改变符号的反例f2

我们将找到一组新的Hamel基 Uα{ },并定义R
上的函数φ2,使得以下陈述同时成立:

(1)U1,U2 ∈ (0,c);
(2)cos(φ2(U1))>0>cos(φ2(U2));
(3){φ2(Uα)}为一组Hamel基;

(4)φ2(c)=
π
2.

首先容易找到异于c和π
2

且同时满足(1)(2)的

U1,U2,并 定 义 φ2 在 U1,U2 处 的 函 数 值 使 得

φ2(U1)
U1

,φ2(U2)
U2

∈Q*,在此不作赘述.

(i)若c和π
2

线性相关,则在上述U1,U2的选择

时附加要求{c,U1,U2}线性无关.我们将向量组{c,

U1,U2}扩张为一组 Hamel基 Uα{ },规定φ2(c)=
π
2

且φ2 保持扩张的基不动;

(ii)若c和π
2

线性无关,则在上述U1,U2 的选择

时附加要求{c,π2
,U1,U2}线性无关.我们将其扩张

为一组Hamel基 Uα{ },规定φ2 交换c和π
2

并保持扩

张的基不动.于是(3)(4)也得到了满足.此时仍规定

φ2(r):=∑
α
q(r)

α φ2(U(r)
α ),∀r∈R

其中r=∑
α
q(r)

α U(r)
α 为标准分解式.同上一个反例

知φ2 也满足Cauchy方程.
任取x,y∈R,存在上述构造的 Uα{ }中有限者

U(x,y)
i{ }使得x=∑

nx,y

i=1
k(x)

i U(x,y)
i ,y=∑
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φ2(x)=φ2(y),则
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(k(x)
i -k(y)

i )φ2(U
(x,y)
i )=0.

又{φ2(Uα)}为一组Hamel基,故k(x)
i =k(y)

i 恒成立,
即x=y,由此φ2是单射.任取r∈(0,c),k∈Z,有

r≠ (2k-1)c,这等价于φ2(r)≠φ2((2k-1)c)=

(2k-1)π2.

故cos(φ2(r))≠0,∀r∈ (0,c).
令f2:=cos􀳱φ2,则由文首知f2 满足d􀆳Alembert

方程

f(x+y)+f(x-y)=2f(x)f(y),
且f2 在(0,c)上无零点,f2(c)=0,f2(U1)>0>f2
(U2),符合反例的要求.
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